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Synopsis．　Let　T　bc　a　theory　adequate　to　do　with　fuzzy　scts．　It　follows　frQm　a　com．
pleteness　theorcm　of　L．　Hcnkin　that　there　exists　a　model　of　T　in　which　countably　many
fuzzy　sentcnces　hold．　For　thc　theQry　of　fuzzy　set，　which　satisfies　at　most　countably
many　fuzzy　conditions，　there　exists　a　sequence　of　models競（i∈ω）such　that　for　every
sentenceφwith　the　fuzzy　truth　valueα＝αα1α2…（in　the　binary　scale），　i∈｛ん；t厩ト
リ（φ）＝1｝if　and　only　ifα謬＝L　Moreover，　it　is　proved　that　the　fuzzy　truth　valuc　of“the
fuzzy　truth　value　ofφis　equal　toα，，　is　equal　to　l，　ifφhasαas　the　fuzzy　truth　value・
　ファジー集合論の基礎づけをしたZadehは（〔1〕），“古典数学の壮美で力強い結果の多く
は実数が限りなく精密に特性づけられ，また取扱われうるという仮定から引きだされたもので
ある”と判じている。（〔2〕）
　G．Takeuti　and　S．　Titaniはファジー集合の特徴が，その帰属関数a∈Aの真理値の値域
が実数の閉集合〔0，1〕にあると指摘している。（〔3〕）
　一方，D．　Scottも言及している如く，連続体の濃度はZermelo・Fraenkclの公理系ZFか
らは決定し得ない（〔4〕）。実数の集合について，B2集合（補解析集合の射影でかつその補集合
としても表わされる集合）でルベーグ可測でないものの存在が，構成可能性の公理（V＝L）の
もとで証明されるが，実数の集合がすべてルベーグ可測であることも無矛盾である。（〔5〕，〔6〕）
　ある理論を展開して行く過程で，その根底にある真理性を数学的論理学に沿って取扱う場合，
真理値が〔0，1〕内を自由に動くことを認めるためには，一応の説明が必要であると考えられ
る。連続体としての〔0，1〕は簡単には扱えない側面をもっからである。超積（ultraproduct）
を用いての独立性の証明の手法は超フィルター（utrafilter）にかかるか否かのdichotomyと
見るときはなおさらである。
　以下でファジ…集合論のモデル理論による一っの解釈を与える。ファジー集合論の公理化
（直観主義的集合論として）は，G．　Takeuti　and　S．　Titaniが与えている。（〔3〕）
1．　言　　語　L
言語Lとは下にあげる記号の集まりで，型の理論（type　theory）を含む高階言語をいう。
6－1
対象自由変数
対象束縛変数
命題変数
対象定数
命題定数
述語定数
論理記号
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αo，　α1ジ…，　an，°°°
Oo，　Vt，°°°，　Vnジ゜°
ζo・　ζ1，’”，ζnジ’°
　　　　　　（n＜ω）
Co，　‘1，°°’，　Cj，…
　　　　　　（ブ〈λ、）
Po，　P1，…，　Pd，…
　　　　　　（ブ＜2、）
1～。（＊，…，＊），…，1～ノ（＊，…，＊），…
　　n。位　　　　　　nd位
　　　　　　（」＜λ、）
〈，一，ヨ
2tは順序数
　ファジー対象自由変数，ファジー対象束縛変数，…は上にあげた記号の上に『をつけて区別
する。
　述語定数　∈，＝，Vは上の表の中に含まれているものとする。
　V（・）はPの真理値をV（P）で表わすための言己号で，ファジー集合論の中への解釈V（・）は
ない。
　順序数，実数等は対象定数の中に含まれるが，そのファジー化はない。
　項（term），原子論理式（atomic　formula），論理式は標準的な手順で定義される。
　ファジー項，ファジー原子論理式，ファジー論理式は規範的に定義される。ファジー自由，
束縛変数，ファジー対象定数はファジー項であり，ファジP一項によりつくられる項は，ファジ
ー項である。原子論理式であってファジーなものを含むものをファジー原子論理式とよぶ。フ
ァジーなものを含む論理式をファジー論理式とよぶ。
2．構　　造
構造（structure）はファジー集合論の解釈が可能であるような高階なものとする。（〔7〕，
〔8〕）
型の族Tを下のように定め，構造mを定義する。
2．1　0は型
2．2τ、，…，τnが型ならば（τ、，…，τn）は型
　Tは2・1，2．2を満足する最小の族である。
　　A。＝高階構造の個体全体の集合ですべての実数を含む。
　　A・＝Ar、×…×A。nの部分集合の集合
　　　　　τ＝（τ、，…，τ。）
　　　tU　＝〔A，｝rET
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6－2
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3．充足可能性
　Q∈Ar（τ＝（τ、，…，τn））のとき，　Qは＜a、，…，　an＞（at∈孟のの集合であるが，〈a、，
…，a。）∈Qのときそのときに限り（之（a、，…，　an）が“なりたつ”ということにする。
　Fを言語LからA。（mの個体全体の集合）への写像とする。
　　　　F：L－一＞Ao
　　　x＝〈x。，x、，…，　Xn，…〉　　（n∈ω）
　　　　　Xn∈Ae
とする。
　以下でMkは構造，φはLの論理式，　Pn（Vit，…，　Viδ、n，）は原子論理式とする。（K∈ω）
　3．1職』φを回帰的に定義する。
　3，1．l　MktxVm＝Vn←→κmとκnが同じもの
3・1・2M・1・Pn（Vil．…，　Vi・、。、）←→〈Xil，…，　Xi，、。，〉∈F（P。）
　　　　　F（Pn）∈A，，　Xik∈A．、k，τ＝（τ、，…，τ、、。、）
　3．1．3MiC　k　x「φ←→臨←2φでない
　3．1．4　m匙トxφ〈ψ←一＞MiC　k　xφカ・つ
　　　　　　　　　　　Mk　t・ip
　3．1．5rm・bx（ヨan）φ←→Mkkx（n／a）φであるa（∈A。）が存在する。
　　ここでX（n／a）　・＝〈Xt，…，　Xn－t，　a，　Xn＋1，…〉
　φVψ，φ→ψ，（∀v・）φはつぎのような略記号であるとする。
　　　φ〉ψニ「（（「φ）〈（一ψ））
　　　φ→ψ＝（「φ）Vψ＝一（φ〈一ψ）
　　　（∀Vn）φ＝「（（ヨVn）（一φ））
　trtk　k・φのときXはMkにおいてφを“充足”するという。
　φの自由変数がv。，…，Vnであるとき
　　　　Vi→Xt
の対応すべてについて
　　　Mk　k　xil　がなりたつとき，
　　　　　　職トφ
とかく。
　Σを論理式の集合とするとき，φ∈Σであるすべてのφに対して
　　　mkPφ
であるとき
　　　　　　miCトΣ
とかき，Σ「はMkにおいて真，　tmはΣの“モデル”であるという。
　3．2　ファジー条件
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6－3
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　ファジー論理式については，述語V（・）とともにのみ充足可能性が定められる。
　ファジー原子論理式φに対して，φのファジー真理値αを2進法で表わし，
　　　　α＝0．α、α2……αk……
とするとき，
　　　　11tk　t　v（φ）＝criC
と定める。
　0・101＝O・10011……であるが，予め何れか定めておくものとする。
　3．3　v（・）
　3．3．l　Mkkφのとき臨トo（φ）＝1
　3．3．2Mk　t・一φのときmte　k　v（φ）＝0
　3．3．3
　α＝0・α・α2…，β＝0・β・β・…，r・＝o・γ、γ、…　とし，1厩卜o（φ）＝・・ak，　mkkv（ψ）＝βκのとき
　　　m北旨o（φ〈ψ）＝γκ
はつぎのように定義される。
γk＝
　3．3．4
　上により（ヨVn）φのかたちの式を含まない論理式についてV（・）が定義される。’
　4．モデルの存在
　以下で命題とは数学的論理学におけるsentenceを意味し，述語変数と命題変数以外の変数
はすべて束縛されている論理式を意味するものとする。
　3っの周知の定理をあげる。
　ΣはLの命題の集合とする。
　定理　　（述語論理のコンパクト性定理）
　Σの任意の有限個の集合がすべてモデルをもつときそのときに限りΣ自身はモデルをもっ。
　定理　　（G6del－Henkinの完全性定理）
　Σがモデルをもつときそのときに限りΣは無矛盾である。
　ここでΣが無矛盾とはΣからφ〈一φなる命題が導かれないことである。
　定理　（Henkin）
　Σが無矛盾であれぽ，Σを充足する一般モデルが存在する。（〔9〕）
　最後の定理における一般モデルはこの論文におけるモデルをさし，超準モデル等に対比して
称されている。
　上の3っの定理より，第3節のtltiCの存在が保証されて，すべての命題φについて
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6－4
αiC　i）cri・・βi（2くk）
　　　　　あるいは
　　　ii）　α¢＝β・（i＜n≦k）
　　　　　かつαn＜βn
飢　　その他の場合
m乱トo（一φ）＝・　1－v（φ）
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　　　　mn｝＝φ　　カ、　Mkトー「φ
の1つのみがなりたつ。
　5．　←φ
　5．1すべてのk（∈ω）に対して1ttk＝φのとき　　kφ　とかく。
　5．2各々のa∈A。に対し
　　　　トV（φ（a））＝α（a）　のとき
　　　　γ＝sup　α（a）
　　　　　a∈Ao
とおく。このとき　tv（（ヨVn）φ）＝γ　である。
　5．3　φがファジー一・でない命題で真であれぽ
　　　　トφ，　トv（φ）＝1
　5．4φがファジー原子論理式で，φのファジー真理値がαであるとき
　　　tv（φ）＝α，　Pv（v（φ）＝α）＝1
　5．5φがファジー論理式の命題であるとき
　　　kv（φ）＝α←→トv（「φ）＝1一α
　　　一φ＝一φとしてよい。
　証明トv（φ）＝α←÷111iC　t　v（φ）＝：cric←→miC　P　v（φ）＝魚　αk＋βiC＝＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一α＝0．β、β2…
　5．6　トv（φ〈ψ）＝min（v（φ），　v（ψ））
　証明　kv（φ）＝α，トv（ψ）＝β，α＝0．α、…，β　一’o．β、…
　　　α≦β　と仮定する。
　トv（φ〈ψ）＝γく一一→レm北トzノ（φ〈ψ）；γ滝
　　　　　　　　　　　　　γ＝0．γ1…
　ακ＝1→Mk・b　v（φ）＝1かつtmトv（ψ）＝1
　．°．γk≦crk，魚となりトv（φ〈ψ）≦min（v（φ），　v（ψ））
　一方，αi・＝γi（i〈n≦k）かつαn＞γn
とすると，γn＝β・＜anとなるが，このときβ＜αとなり矛盾。　．’．α・≦rn
　　．’．　Pmin（v（φ），　v（ψ））≦v（φ〈ψ）
　5．7Pv（φVψ）＝max（v（φ），　v（ψ））
　5．4と同様。
　5．8　ファジー集合論において
　CPtを一），のファジー補集合として繁雑をさけてファジーを示す’を省く。
　　　　Pv（x∈c2）＝1－v（x∈．」，）
　　　　トV（X∈クUZ）＝＝max（V（X∈ノ），　V（X∈C））
　　　　トv（x∈ノ∩ζ）＝min（v（x∈2），　v（x∈4））
6－5
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これはファジー集合論の定義を満足している。
5・7　　卜＝v（φ→ψ）＝1，　1＝v（φ）　：1　－一．　トtノ（ψ）＝1
トφがファジー集合論の基本部分を満足させていることがおかる。
6．Ultraproductとの関係
Fを超フィルターとする。超積11「m，／Fについて
　　　　IT　ntk／Fトφ←→｛k：1nkトφ｝∈F
となるが　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
Fをω上のフィルターとすると
Fの元！は〔0，1〕の実数に対応し，Fを非単項超フィルターとするとき，
　　　　π曜Fトφ←・トα〈v（φ）
と解釈される。
7
　上の方法は選択公理を用いている。選択公理を避けることも可能であるが，その場合の意味
づけについてはまだ調べていない。
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